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【摘要】　本文提出一种对非线性不平衡转子轴承系统周期解进行预测的新型算法,它利用系统周

期解的稳态及瞬态信息,反解雅可比矩阵,实现对系统周期解的预测追踪,并利用反解得出的雅可

比矩阵,求得系统周期解的 F loquet乘子以判别其非线性稳定性。文中以刚性不平衡转子轴承系统

为例,实现了周期解的预测追踪及非线性稳定性判别,说明了新算法的有效性。
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1　引　言

　　转子轴承系统是一类重要的非线性动力系统,广泛应用于工业实际。由于实际的转子轴承

系统难以完全消除不平衡量,因此,由不平衡量造成的系统工频振动周期解就成了此类系统的

典型运动形式,对此周期解随工作转速的变化进行预测可以使我们事先对转速变化后的振动

情况心中有数,有助于避免由于振动过大引起的破坏,具有重要的实际意义。为此,本文提出一

种对不平衡转子轴承系统非线性周期解进行预测追踪的新型算法。不同与其它追踪算法[1～ 3 ],

它利用系统周期解的稳态及瞬态信息,反解雅可比矩阵,实现对系统周期解的预测追踪,并利

用反解得出的雅可比矩阵,求得系统周期解的 F loquet 乘子以判别系统的稳定性。由于此算法

的实施仅利用了可观测得出的系统周期解稳态及瞬态信息,因而可望应用于实际。

2　预测方法

　　不平衡转子轴承系统可表示为如下单参数周期性非自治的非线性动力系统

　　5 l: duöd t = f ( t, Λ, u) = f ( t + T , Λ, u)　　　　 ( t, Λ, u) ∈R ×R ×R n (1)

式中: t表示时间, Λ为外参数, u 为系统的状态向量。如果把时间表示成显状态变量,则可以以

付出增加一维的代价将其改写成自治系统[4 ]:

duöd t = f (Η, Λ, u)　,　dΗöd t = 1　　[ t, Λ, (Η, u) ] ∈R ×R × S 1 ×R n (2)

相空间是流形 S
1×R

n ,这里圆分量 S = R (m od T )反映了矢量场 f 对变量 Η的周期性依赖。
外参数 Λ为一定值 Λm 时,定义一个全局横截面:

6 = { (Η, u) ∈ S 1 ×R nû Η= Η0} (3)



作为 Po incaré截面,则利用 Po incaré映射的思想,可以将 (1)式转化为 6 上的点映射系统:

u (k+ 1) = P (u
(k ) , Λm )　　　　k ∈ Z (4)

其中 P (q, Λm ) = u (Η0 + T , q, Λm ) (5)

　　因此,求系统 (1)式周期解的问题可以转化为求解非线性方程:

G (u, Λ) = u - P (u, Λ) = 0　　或　　u = P (u, Λ) (6)

的问题。对方程 (6)而言, Λ变化时其解将构成一条解曲线,为实现对此解曲线的追踪,首先将

方程 (6)化为常微分方程的Cauchy问题 (D avidenko 方程) [2 ]:

uα(Λ) = - [G′u (u, Λ) ]- 1 ×G′Λ(u , Λ)　,　u (Λ0) = u0 (7)

则其过 (u0, Λ0)的积分曲线就是方程 (6)的解曲线,采用欧拉型积分公式有:

un+ 1 = un - [G′u (u , Λ) ]- 1 ×G′Λ (u, Λ) ×△Λ　,　Λn+ 1 = Λn + △Λ (8)

　　利用 (8)式,就可以根椐Λ= Λn 时的解 un 对第 n+ 1步的解 un+ 1进行预测。这里如何求得系

统在 Λ= Λn 时稳态解的雅可比矩阵G′u (un , Λn) (简记为G′u
n
)及其对参数 Λ的偏导数G′Λ (un , Λn)

(简记为G
′
Λn

)是预测实施的关键。现有的方法[1- 3 ]通常采用将式 (6a)直接对 u 和 Λ求偏导来得
到G
′
u
n
和G
′
Λn

,然而当实际系统中G 不能解析表达, G
′
u
n
和G
′
Λn
往往难以直接求得。为解决了这一

问题,本文采用可观测得出的系统周期解稳态及瞬态信息反解雅可比矩阵,下面具体介绍之。

雅可比矩阵的反解方法:由 (6)式可知:　　G
′
u= I - P

′
u (9)

其中 I 为单位矩阵,因此求出 Po incaré映射 P u 在 un 处的雅可比矩阵G
′
u
n
,即可根据 (9)式方便

地得到,反之亦然。

根据牛顿迭代法的基本思想,将 (6)式在 un 附近线形化:

G (u)≈ G (un) + G′u
n
× (u - un)　或　P (u)≈ P (un) + P ′u

n
× (u - un) (10)

将 (10) 式代入 (4) 式可得: u (k+ 1)≈ P ′u
n
õ u (k ) + B n (11)

其中: B n= P (un) - P
′
un·un 为常矢量。

若系统为m 阶,则假设系统周期解 un 的受扰运动在同向穿过 Po incaré截面时留下的一

系列映射点 u
(k ) (k = 1, 2,⋯, m + 1)均落在 un 的某一邻域内,于是有:

u (1)≈ P′un õ u (0) + B n　,　u (2)≈ P′un õ u (1) + B n⋯⋯　,　u (m + 1)≈ P′un õ u (m ) + B n

令 um + 1= {u
(1)

u
(2)⋯ u

(m + 1) },则为:　um + 1≈ [P
′
unB n ]·[um　E ]Σ (12)

其中 E = {1 1 ⋯ 1},故此可近似得出P
′
un 和B n:

[P′unB n ] = [um　E ]- 1 õ um + 1 (13)

再利用式 (9)即可得到G
′
un。这种方法本文将其称为反解雅可比矩阵法。

偏导数G′Λn 的反解法:若已测得Λ= Λn 时系统的稳态周期解 un ,则可用差分方法得出:在系

统位于其稳态周期解在Po incaré截面上的穿越点 un 时,给Λn 施加小扰动△Λ,即Λ= Λn+ △Λ,

考察一个周期后系统轨迹再次经过 Po incaré截面时的穿越点 uδn ,则偏导数G
′
Λn 为:

G′Λn = (uδn - un) ö△Λ (14)

　　上述差分方法中 uδn 难以在实际条件下得出,故可用上述方法求得了 Λ= Λn- 1时的雅可比

矩阵P
′
un- 1和B n- 1,且 Λn- 1在 Λn 的邻域内,△Λ= Λn- 1- Λn ,则:

uδn≈ P′un- 1 õ un + B n- 1 (15)

于是有: G′Λn = (P′un- 1 õ un + B n- 1 - un) ö(Λn- 1 - Λn) (16)
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　　至此,可以看出: 通过对系统第 n - 1步 (Λ= Λn- 1)及第 n 步 (Λ= Λn)的稳态周期解及其受

扰运动的观测,然后从观测数据中得出系统稳态周期解穿过选定的 Po incaré截面时留下的穿

越点 un ,及其受扰运动穿过此 Po incaré截面时留下的一系列映射点 u (k ) (k = 1, 2,⋯, m + 1)

后, 即可利用 (13)及 (16)两式求得雅可比矩阵P
′
un (或G

′
un)与偏导数G

′
Λ (un , Λn) ,进而利用 (8)式

实现对第 n+ 1步 (Λ= Λn+ 1)系统周期解的预测。

同时,根据 F loquet 理论,求得的雅可比矩阵P
′
un 的特征值中, 模最大的特征值 Κ被称为

F loquet 乘子,其模的大小反应了周期解稳定性的大小:小于 1时周期解稳定,大于 1时周期解

发散,模越小周期解越稳定,模越大周期解越不稳定,因此反解得出的雅可比矩阵P
′
un 也可用于

周期解稳定性的即时判别。下面给出本算法的实施步骤:

(1)将外参数 Ξ的变化范围等分为 n 段,共 n+ 1个工作点: Ξ0, Ξ1,⋯, Ξn;

(2)为实现对工作点 i+ 1周期解的预测追踪,首先分别测出工作点 Ξi 及 Ξi- 1周期稳态解

u i ( t)和 u i- 1 ( t) ,然后选取某一关心时刻 Σ= Σ0 的超截面为 Po incaré截面,求出 u i ( t)和 u i- 1 ( t)

穿越 Po incaré截面时的穿越点 u i 和 u i- 1;

(3) 分别对 u i ( t)和 u i- 1 ( t)施加扰动后,测量并求出其瞬态轨迹穿越 Po incaré截面时的一

系列映射点 u
(k ) (k = 1, 2,⋯, m + 1) ;

(4) 按式 (13)反解出工作点 Ξi 及 Ξi- 1的雅可比矩阵P
′
u i, P
′
u i- 1和常矩阵B i, B i- 1,然后按式

(16)反解出工作点 Ξi的偏导数G
′
Λ(un , Λn) ;

(5) 按式 (8)得出工作点 Ξi+ 1处系统周期解在 Po incaré截面上穿越点的预测值,并求出P
′
u i

及P
′
u i- 1的特征值,选取模最大者作为 F loquet 乘子即时判别周期解 u i ( t)和 u i- 1 ( t)稳定性。

这样就完成了这一步的预测追踪,不断重复这一过程便可完成对系统周期解在整个研究

范围内的预测追踪,上述方法本文称之为周期解的反解型预测追踪算法。下面以不平衡刚性转

子轴承系统为例,给出此方法的一个应用实例,由于诣在说明算法的可行性,因此算例中算法

实施所需要的系统稳态周期解及其受扰运动的观测数据采用数值方法模拟给出。

3　数值算例

　　本文采用支承在一对固定的相同同心圆柱颈轴承的刚性单圆盘转子组成的最简单的动力

图 1　转子轴承系统动力模型简图

模型作为研究对象,且不考虑陀螺效应,因此这个动力模

型可以用一个圆轴承支承一个载荷为总载荷一半的转子

的平面运动来表示,如图 1。

这一系统的运动可以用如下微分方程组表示:

dx 1ödΣ= x 3　,　dx 2ödΣ= x 4

dx 3

dΣ =
S
Ξ2

g x

S
- Ξ x 1f r + x 2f t

x 2
1 + x 2

2

+ eco sΣ

dx 4

dΣ =
S
Ξ2

g y

S
- Ξ x 2f r - x 1f t

x 2
1 + x 2

2

+ esinΣ

(17)

其中: {x 1 x 2 x 3 x 4}T = {x y dx ödΣ dy ödΣ}为状态变量,是

轴心的无量纲位置和速度; Σ, Ξ和 e分别是无量纲的时间、转速及偏心量; g x 和 g y 为外载荷分

量; f r 和 f t为油膜力分量,本文采用“静态 Π”液膜及无限长轴承假设下的解析表达式,可称之
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为 Somm erfeild 模型; S 为系统参数, S = [ 6ΛB (R 3öc
2) ]ö GcM。

对 S = 110, e= 011的系统,工频振动周期解在转速 Ξ= 2112745处经倍周期分岔产生 2T

周期解。本文选取系统转速 Ξ= 1140至 Ξ= 2115的范围,取步长△Ξ= 0103,将其等分为 26个

工作点,对此系统工频振动对应的周期稳态解进行了预测追踪及稳定性判别。具体实施中,

Po incaré截面取为 Σ= 0时的超截面,瞬态轨迹则是在 Σ= 0时刻,对系统周期稳态解施加大小

为 0102的 y 向位移扰动后用数值积分得出,而用打靶法求出的稳态周期解则作为真实值用以

和预测值对比。

图 2 (a)及 (b)分别给出了在 Σ= 0这一 Po incaré超截面上周期解穿越点的位移和速度的

预测值与真实值,可以看出: 从第一个预测点 Ξ= 1146至到倍周期分岔后的预测点 Ξ= 2115,

用本文算法得到的预测值与打靶法求出的真实值均具有很好的一致性。

图 2　Ξ= 1146～ 2115范围内, Po incaré超截面 Σ= 0上周期解穿越点的预测值与真实值的对比

为进一步看清此处系统周期解随 Ξ的演化规律, 图 3 给出了 Ξ= 1146, Ξ= 1184 及 Ξ=

2115三个典型转速下的系统周期解轨迹。可以看出:它们穿越 Po incaré截面 Σ= 0时的穿越点

(用×表示)与预测值一致,从而验证了算法的正确性及有效性。

图 3　若干典型转速下系统周期解轨迹及其在 图 4　系统转速Ξ= 1. 40至 Ξ= 2. 15的范围内, F loquet

Po incaré超截面 Σ= 0上穿越点与预测值的对比 乘子模的反解值与差分法求出真实值的对比
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为判别周期解的稳定性,对在每一个转速点用前述反解方法求出的雅可比矩阵求解特征

值问题,得到特征值模的最大值即为 F loquet 乘子,同时,这里将用传统的数值差分方法求得

雅可比矩阵G′un 求解特征值问题后,得到特征值模的最大值作为 F loquet 乘子的真实值。图 4

给出的就是系统转速 Ξ= 1140至 Ξ= 2115的范围内,用上述反解法求出的 F loquet 乘子模与

传统的差分法求出的 F loquet 乘子模 (这里称之为真实值)的对比图示。可以看出:反解法求出

的 F loquet 乘子相当准确,可以实用。

4　结　论

　　 (1)本文提出的反解型预测追踪算法,由于它仅利用系统周期解的稳态及瞬态信息,就可

有效地对不平衡转子轴承系统这类单参数周期性非自治系统的周期解进行预测及追踪,因而

具有广泛的适用性;

(2)算法实施中,反解得出的雅可比矩阵的模的最大值 (即系统周期解的 F loquet 乘子)可

用于判别系统周期解的稳定性;

(3)从理论上讲,本算法可仅利用对实际系统的观测信息实现,因而有希望在实际不平衡

轴承转子系统状态监测预警及稳定性实时判别中得到应用。
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t ion research indica tes that th is new m ethod can mon ito r the crack fau lt mo re effect ively.
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Yao Fusheng
(M in is try of M echan ica l Eng ineer ing , B eij ing　100823)

ABSTRACT　　　　A new p redict ion m ethod fo r periodic so lu t ion s of unbalanced bear2
ing ro to r system is p rovided, w h ich u ses the steady sta te and tran sien t sta te info rm at ion of

the periodic so lu t ion s to so lve Jacob im atrix. T hen th is m ethod can p redict and trace the peri2
odic so lu t ion of the system. A t the sam e t im e, the F loquet m u lt ip lier of the periodic so lu t ion

can be ob ta ined from Jacob i m atrix to judge its non linear stab ility. Becau se the steady sta te

and tran sien t sta te info rm at ion of the periodic so lu t ion can be ob served in p ract ice, the

m ethod w ou ld be u sed w idely. A rig id unbalanced bearing ro to r system is taken as an exam 2
p le, the T periodic so lu t ion of th is system is p redicted and traced.

Key W ords　Ro to rs　Bearings non linearity　Periodic so lu t ion s　P redict ion

AERODY NAM IC CHARACTER IST ICS
OF HEAD IN SECTOR ANNULAR COM BUSTOR

Zhao J ianx ing, Xu J in , Zhan Xuewe i
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La i Shouchang, D eng Shuwen , D eng W u
(N anhua Power P lan t Resea rch Ins titu te, Zhuzhou　412002)

ABSTRACT　　　　T he aerodynam ic characterist ics of sudden expan sion region be2
tw een the p rediffu ser ex it and the head of the flam etube in rela t ion to its geom etric param e2
ters are invest iga ted w ith the pu rpo se of the annu lar com bu sto r op t im izat ion. T he m ass flow

rat io , to ta l p ressu re lo ss of ou ter and inner annu lu s, and w ho le com bu sto r are m easu red w ith

differen t to ta l p ressu re p robes and flowm eters, respect ively. F low velocity p rofiles in the

asymm etric sudden expan sion region are m easu red by L aser Dopp ler anemom etry. Expere2
m en tal resu lts of f low field to ta l p ressu re lo ss and flow rat io fo r tw o types of com bu sto r and

seven configu ra t ion secto rs show that tw o eddies occu r in the sudden expan sion region s; the

p rediffu ser geom etric param eters, such as deflect ion angle; rela t ive sudden gap L öh and in let

M ach num ber, have an effect on the airf low pat tern s, drag coeff icien t and m ass flow rat io.

Key W ords　Com bu st ion cham bers　F low characterist ics　M easu rem en ts
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